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Новые методы в информатике 

УДК 004.93'1:[004.932.2] 

В.Ю. Сдобников, Б.Д. Савчинский 

Оценивание положения точек схода на изображениях городских кварталов 

Описано вычисление положения точек пересечения проекций параллельных линий на плоскости изображения, полученного с по-
мощью фотокамеры, что позволяет оценить поворот и внутренние параметры камеры, избавиться от перспективных искажений и 
решать многие другие задачи. Предложена постановка задачи нахождения точек схода как задачи самообучения и приведен эффек-
тивный алгоритм ее решения. 

The vanishing points detection on the city block images is described. Vanishing points have a number of possible usages, some of 
which are camera parameters estimation and images rectification, thus their detection is an important computer vision problem. The 
novelty of the paper is the formalization of the vanishing points detection problem as the problem of unsupervised learning. An effec-
tive algorithm of it’s solution is suggested which is based on the well-known EM algorithm. 

Обчислено положення точок перетину проекцій паралельних прямих на площині зображення, отриманого за допомогою фо-
токамери, що дозволяє оцінити поворот та внутрішні параметри камери, позбутись перспективних спотворень тощо. Запропо-
новано постановку задачі обчислення точок сходу як задачі самонавчання та наведено ефективний алгоритм її розв'язання. 

 
Введение. Прямые, параллельные в трехмер-
ном пространстве перестают быть параллель-
ными при их центральном проектировании на 
плоскость изображения (как это происходит в 
традиционных фотокамерах [1]) и пересекают-
ся в одной точке. Точку пересечения этих пря-
мых принято называть точкой схода. 

Знание точек схода и соответствующих им 
направлений в пространстве позволяет решать 
такие прикладные задачи компьютерного зре-
ния, как: 

 оценка поворота и внутренних параметров 
камеры [1] по единственному изображению; 

 ректифицирование изображения, избавле-
ние от перспективных искажений [1]; 

 анализ положения объектов в пространстве; 
 частичная трехмерная реконструкция сце-

ны по единственному снимку и другие.  
Поскольку задача нахождения точек схода 

важна в компьютерном зрении и давно иссле-
дуется, существует значительное количество 
подходов к ее решению [2–9]. 

Большинство известных алгоритмов состоят 
из трех стадий: выделение прямых (или их 
фрагментов) на изображении, разбиение выде-
ленных прямых на классы, соответствующие 
точкам схода, и оценка точек схода по прямым 
(их фрагментам), попавшим в каждый из клас-

сов. Для выделения прямых, как правило, поль-
зуются преобразованием Хафа [10] или детек-
тором краев Кэнни [11]. Выделенные прямые 
разбиваются на классы, к каждому из которых 
относятся прямые, параллельные в простран-
стве (и, соответственно, задающие точку схода 
на изображении). Затем по прямым, попавшим 
в каждый из классов, оценивают точки схода. 
При оценке пользуются различными критерия-
ми, наиболее распространенный из которых – 
минимизация суммы квадратов отклонений пря-
мых из класса от оцениваемой точки. 

При таком подходе вторая и третья стадии 
связаны: разбиение на классы зависит от рас-
положения точек схода, а оценки для точек схо-
да зависят от разбиения выделенных прямых на 
классы. Для преодоления этой трудности в су-
ществующих методах для разбиения прямых на 
классы применяют алгоритм RANSAC [12], ре-
зультатом которого является принадлежность 
каждой из выделенных прямых к одному из 
классов (горизонтальные и вертикальные пря-
мые на рис. 1). Затем оценивают точки схода. 

Алгоритм RANSAC для разделения выде-
ленных прямых на классы выглядит следую-
щим образом: 

1. Задается порог t и число итераций N, по-
вторяется N раз следующая процедура: 
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а) случайным образом из выделенных на 
изображении прямых выбираются две раз-
личные, подсчитывается точка их пересече-
ния P; 
b) подсчитывается количество прямых k, про-
ходящих ближе порога t к найденной точке 
пересечения P; 
2. Выбирается такая точка P 

, для которой 
число k максимально. Считается, что к классу 
относятся те прямые, которые проходят ближе 
порога t к точке P 

 (горизонтальные прямые на 
рис. 1). 

 
Рис. 1. Разбиение выделенных на изображении прямых на 

классы с помощью алгоритма RANSAC 

Для разделения на несколько классов m опи-
санный алгоритм запускается m раз, каждый по-
следующий раз на прямых, не попавших ни в 
один из классов на предыдущих запусках. Все 
оставшиеся после m запусков прямые счита-
ются выбросами и не влияют на оценку точек 
схода. Таким образом, этот подход позволяет 
отсеивать шумовые прямые в том случае, ко-
гда их часть в выделенных прямых невелика. 

Основным недостатком описанного подхода 
есть то, что разделение на классы и оценка то-
чек схода происходят не одновременно, что 
приводит к ошибкам (рис. 2). Пример иллюст-
рирует две пары фрагментов прямых, выбран-
ных на двух разных итерациях стадии 1,а ал-
горитма RANSAC, и соответствующие этим па-
рам классы прямых. Результатом работы алго-
ритма будут прямые, проходящие возле точки 
пересечения синих фрагментов (рис. 2 внизу 
справа), так как их больше (хотя они и не па-
раллельны в пространстве) чем тех, которые 
проходят близко к точке пересечения красных 

фрагментов (и являются параллельными, вер-
тикальными в пространстве). 

 
Рис. 2. Ошибка при разбиении выделенных на изображении 

прямых на классы с помощью алгоритма RANSAC 

Итак, предлагается подход, лишенный этого 
недостатка, где разбиение выделенных прямых 
на классы и поиск точек схода происходит од-
новременно, исключая возможность возникно-
вения описанной ошибки разбиения. Входны-
ми данными для алгоритма самообучения [13] 
является выборка прямых, выделенных на изо-
бражении с помощью преобразования Хафа [10]. 
Задача состоит в разделении представленной 
выборки на классы, каждый из которых соот-
ветствует подмножеству параллельных в трех-
мерном пространстве прямых, и оценке коор-
динат точек пересечения (точек схода) прямых, 
входящих в каждый из классов. Предложенный 
метод учитывает шумовые прямые, выделенные 
на изображении (кроме прямых, выделяемых на 
плоскости фасадов зданий и соответствующих 
точкам схода, существуют прямые, не соответ-
ствующие никаким из точек схода – границы де-
ревьев, машин, провода, люди, соседние здания 
и т.д.). Также разделение происходит на все 
классы одновременно, что значительно умень-
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шает вероятность заведомо неправильного от-
несения прямых одного класса к другому. 

Постановка задачи поиска точек схода как 
задачи самообучения 

Выделение прямых на изображении 
Первый этап решения задачи заключается в 

выделении на входном изображении множе-
ства прямых. Для этого используется преобра-
зование Хафа [10], что позволяет находить па-
раметрически заданные кривые на изображении, 
в частности прямые. Прямая 
 0sincos  yx  (1) 
на плоскости изображения задается углом на-
клона   и расстоянием   от начала координат 
до прямой. 

Мы использовали модификацию классичес-
кого преобразования Хафа, описанную в [14]. 
В этой модификации считается, что каждая точ-
ка изображения лежит лишь на одной, перпен-
дикулярной направлению градиента яркости 
изображения в данной точке, прямой. Также 
каждая точка учитывается с весом, равным мо-
дулю градиента яркости изображения в ней. 
Результат преобразования Хафа – множество 
точек в пространстве параметров (, ), каждая 
из которых соответствует выделенной на изо-
бражении прямой. В такой модификации ал-
горитма каждой точке пространства парамет-
ров приписано значение ее интенсивности, про-
порциональное количеству точек на изображе-
нии, лежащих на соответствующей прямой. Для 
оценки положения точек схода используется 
только определенное, наперед заданное коли-
чество точек пространства параметров (прямых 
на изображении) с наибольшими значениями 
интенсивностей. Множество прямых, соответ-
ствующих таким наиболее интенсивным точ-
кам, обозначим }...,,1|)ρ,θ(ω{ niiii  . 

Считаем, что каждая из выделенных на изо-
бражении прямых лежит в одном из m классов. 
Множество классов обозначим K = {1, , m}. 
Каждый из классов k = 1, , m–1, содержит пря-
мые, отвечающие одной, определенной точке 
схода. В классе m лежат все остальные прямые 
(этот класс отвечает шумовым прямым). 

Рассмотрим ситуацию, при которой на изо-
бражении присутствует группа прямых, пере-
секающихся в одной точке (x0, y0). Тогда, со-
гласно уравнению (1), точки в пространстве па-
раметров, соответствующие этим прямым, по-
сле преобразования Хафа будут лежать на си-
нусоиде, период которой фиксирован, а ампли-
туда и фаза задается параметрами (x0, y0). С 
другой стороны, найденные параметры синусо-
иды в пространстве Хафа соответствуют точке 
схода на изображении, т.е. поиск точек схода 
на изображении соответствует поиску пара-
метров синусоид в пространстве преобразова-
ния Хафа. 

Формальная постановка задачи разбиения 
прямых на классы (точек в пространстве пара-
метров на синусоиды) и оценки точек схода 
(параметров синусоид) как задачи самообуче-
ния описана в следующем подразделе. 

Постановка задачи разбиения прямых на 
классы и оценивания точек схода 

Пусть   ( nii ...,,1,  ) – множество всех 

возможных прямых на входном изображении 
(точек в пространстве преобразования Хафа), а 
K – множество классов прямых. На декартовом 
произведении K  будем считать заданным с 
точностью до некоторых параметров  распре-
деление  вероятностей pK. Величина  

),;()();,( | kKKkK awpkpakp    Kk ,  

определяет совместную вероятность прямой   
и вероятность ее принадлежности к классу k в 
зависимости от значения параметра ka . Величи-

на )(kpK  определяет априорную вероятность 

класса k , а );(| kK ap   – вероятность прямой 

  при условии ее принадлежности к классу k. 
Вероятность совокупности  n,...,1  выде-

ленных на изображении прямых равна:  
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Совокупность величин )|),(( KkakpM kK   

назовем моделью. 
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Задача разбиения совокупности 1, , n  вы-
деленных на изображении линий на классы и 
оценка соответствующих точек схода заключа-
ется в поиске такой модели M, которая макс-
мизирует вероятность этой совокупности пря-
мых (2):  
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Укажем теперь, какой вид имеет распредел-

ние );(| kK ap  .  

Рассмотрим произвольную совокупность па-
раллельных в трехмерном пространстве линий. 
В случае когда плоскость проектирования ка-
меры не параллельна им, проекции прямых на 
эту плоскость пересекаются в одной точке – 
точке схода этих прямых (вертикальные линии 
на рис. 3). Вследствие действия таких факто-
ров, как неточность выделения прямых на изо-
бражении, искривлений, обусловленных опти-
ческой системой фотокамеры, и т.п., эти пря-
мые не пересекаются в одной точке. Будем ис-
кать точку, минимизирующую сумму квадра-
тов расстояний до всех прямых совокупности. 
Отклонение (расстояние, взятое со знаком) точ-
ки (x0, y0) от прямой, которая задается парамет-
рами  и , равно x  cos  + y  sin  – . Будем 
считать распределение отклонения прямых со-
вокупности от точки схода гауссовым. Таким 
образом, для класса k, соответствующего точке 
схода (xk, yk), распределение вероятностей 

);(| kK ap   принимает следующий вид: 
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где k – дисперсия гауссового распределения, а 
ak = (xk, yk, k). 

В случае когда плоскость проектирования 
камеры параллельна совокупности параллель-
ных в пространстве прямых, их проекции на 
нее также параллельны (горизонтальные линии 
на рис. 3), и, следовательно, задаются только 
одним параметром – углом наклона . Предпо-
ложения, аналогичные описанным, приводят к 
гауссовому распределению с математическим 
ожиданием k угла наклона линий k-го класса: 
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где k – дисперсия гауссового распределения, а 
ak = (k, k). 

 
Рис. 3. Точки схода на изображении: конечная и на бесконеч-

ности (линии на изображении указывают на располо-
жение точек схода) 

В этом случае будем говорить, что соответ-
ствующая точка схода находится на бесконеч-
ности. 

Кроме двух рассмотренных классов парал-
лельных в пространстве линий, выделяется от-
дельный класс всех остальных прямых не парал-
лельных в трехмерном пространстве. Назовем 
его классом шумовых линий. К этому классу 
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отнесем все прямые, не попавшие в первые 
1m  классов. Распределение этих линий счи-

таем равномерным на прямоугольнике 
},|),{( maxminmaxmin  : 

 
)()(

1
)(

minmaxminmax
| 

 Kp . (6) 

Это распределение задано полностью и не 
зависит от параметров. 

При постановке задачи поиска модели, мак-
симизирующей вероятность (2) совокупности 

n ,...,, 21  выделенных на изображении ли-

ний, будем считать известным количество клас-
сов, которые отвечают конечным (распределе-
ние вида (4)) и бесконечным (распределе-
ние (5)) точкам схода. Отдельный класс шумо-
вых линий (распределение (6)) всегда один. 

Поиск модели )|),(( Kkakp kK   включает в 

себя в том числе и поиск точек схода, содержа-
щихся в параметрах распределений Kkak | . 

Решение задачи разбиения прямых на клас-
сы и оценивания точек схода 

Для решения задачи 3 использован алгоритм 
самообучения [13], известный также как EM-ал-
горитм [15]. 

Алгоритм самообучения является итератив-
ным. Он начинает работать с некоторой, пусть и 
неправильной, модели )|),(( 000 KkakpM kK  , 

на каждом шаге t строит новую модель tM  и 
для каждой прямой wi из обучающей совокуп-
ности оценивает апостериорные вероятности 

),( kit  принадлежности ее к каждому из клас-
сов Kk   по следующим формулам: 
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Величины ),( kit  и )(1 kpt
K
  вычисляются 

непосредственно по формуле (7) и обозначают 

апостериорные вероятности прямой i принад-
лежать классу k. Оценки )(1 kpt

k
  априорных ве-

роятностей классов также вычисляются непо-
средственно по формуле (8). Вычисление фор-
мулы (9) происходит методом наименьших 
квадратов. В результате в случае, когда поло-
жение точек схода задается распределением (4), 
происходит минимизация суммы взвешенных 
квадратов расстояний от точки до прямых со-
ответствующего класса. Для точек, задаваемых 
распределением (5), минимизируется сумма 
взвешенных квадратов отклонений от угла на-
клона. Весами являются апостериорные веро-
ятности ),( kit  принадлежности прямых дан-
ному классу. 

Об указанном алгоритме [13] известно, что: 
(i) он монотонно увеличивает (не уменьшает) 
значение функции правдоподобия ( ( ),t

Kl p k  

| )t
ka k K  (см. (2)) входной совокупности ли-

ний; (ii) сходится в локальный минимум, зави-
сящий от начальной модели M 

0. Эксперимен-
тальные результаты применения алгоритма и 
задания начальной модели M 

0 рассматриваются 
в следующем разделе. 

Результаты 
Экспериментальная проверка запрограмми-

рованного метода проводилась на базе данных 
изображений жилых кварталов Парижа, умень-
шенные копии которых используются в интер-
активной картографической интернет-системе 
www.Mappy.com. Использовалась выборка более 
чем из тысячи изображений этой базы. Процент 
правильно найденных точек схода (считаем, что 
результат неправильный, если хотя бы одна точ-
ка схода была найдена неправильно) зависит от 
типа изображения (типы изображений описаны 
далее) и в среднем составляет 95% . 

Особенность статьи – наличие априорной ин-
формации о расположении точек схода на изо-
бражении, содержащейся в базе данных, а имен-
но: известно – справа, слева или фронтально 
была сделана фотография. При использовании 
этой информации для задания начальных усло-
вий для алгоритма самообучения (например, для 
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изображений, сделанных слева, точка схода на-
ходится справа на изображении), алгоритм са-
мообучения на практике сходится к нужным 
положениям точек схода. Примеры работы опи-
санного метода показаны на рис. 4, и 5 (в ниж-
нем ряду). 

 
Рис. 4. Результаты работы алгоритма на изображениях с двумя 

точками схода 

 
Рис. 5. Верхний ряд – результаты работы алгоритма [9]; нижний 

ряд – результаты работы метода, описанного в статье 

Изображения тестовой выборки можно ус-
ловно разделить на два типа. На изображениях 
первого типа содержится только один фасад 
(одна плоскость). Ей соответствуют две точки 
схода: вертикальная, в которой пересекаются 
линии, перпендикулярные поверхности земли, 
и горизонтальная, в которой пересекаются ли-
нии, параллельные земной поверхности и плос-
кости фасада. Примеры таких изображений 
представлены на рис. 4. На изображениях вто-

рого типа есть несколько фасадов, расположен-
ных в разных плоскостях в пространстве. Каж-
дой плоскости соответствует своя горизонталь-
ная точка схода, вертикальная точка схода еди-
на для всех фасадов. Количество горизонталь-
ных точек схода на изображении такое же, как 
количество фасадов, расположенных в разных 
не параллельных плоскостях. Примеры изобра-
жений второго типа приведены на рис. 5. 

Для изображений первого типа в базе дан-
ных указано расположение точки съемки отно-
сительно плоскости фасада, а именно: указано 
слева, справа или по центру относительно фа-
сада находилась камера во время съемки. Ле-
вое и правое расположения камеры соответст-
вуют конечным горизонтальным точкам схода 
(расположенным соответственно справа и сле-
ва на изображении). В этом случае мы исполь-
зовали распределение вида (4) для соответст-
вующего множества линий. Для фронтального 
расположения камеры точка схода – бесконеч-
на, и соответствующее множество линий опи-
сывается распределением вида (5). Изображе-
ния второго типа, как правило, соответствуют 
угловым зданиям, для которых есть три точки 
схода: слева, справа и сверху. Количество, тип 
и начальные положения точек схода выбира-
ются в соответствии с этой априорной инфор-
мацией. 

На изображениях второго типа расположе-
ны либо две фасадных плоскости, соответству-
ющие правому и левому конечным расположе-
ниям точек схода, либо три фасадных плоско-
сти с одной дополнительной точкой на беско-
нечности. В первом случае мы использовали 
три (для двух горизонтальных и вертикальной 
точек схода) распределения вида (4), а во вто-
ром вводился дополнительный класс линий, ко-
торый описывается распределением вида (5). 
Для сопоставления этих двух случаев мы ис-
пользовали карту города. 

В таблице приведено сравнение двух подхо-
дов: обозначение RANSAC используется для ал-
горитма, описанного в [9], который считается 
одним из лучших в области, а обозначение EM – 
для алгоритма, описанного в статье. Из срав-
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нения видно, что наш алгоритм сравним с алго-
ритмом RANSAC на простых изображениях с 
одним фасадом и значительно превосходит его 
на изображениях, содержащих несколько плос-
костей фасадов. Объяснение эффективности на-
шего алгоритма в наличии априорной инфор-
мации о примерном расположении точек схо-
да. Такую информацию сложно эффективно ис-
пользовать при подходах, базирующихся на ал-
горитме RANSAC. 

На изображениях первого типа все точки 
схода находились с помощью предложенного 
метода правильно приблизительно на 97% изо-
бражений тестовой выборки, на изображениях 
второго типа – около 99%. В среднем 95% слу-
чаев отрабатываются правильно (изображений 
второго типа меньше). 

Основные ошибки связаны с недостаточным 
количеством выделенных на фасаде линий и с 
неправильным определением типа точки схода. 

Сравнение подходов, использующих алгоритмы RANSAC и ЕМ 

Тип изображения 
Количество  
изображений 

RANSAC, % EM, %

С одним фасадом 920 99 97 

Угловое здание 182 47 88 
 

Существующие алгоритмы нахождения то-
чек схода при наличии информации о распо-
ложении точек схода работают хуже. Проведе-
но сравнение с одной из наилучших модифика-
ций алгоритма RANSAC – алгоритмом Эндрю 
Циссермана [9]. В этом алгоритме используют-
ся сегменты прямых, найденных с помощью раз-
биения выделенных детектором границ Кэнни 
линий на прямые участки. В качестве рассто-
яния от точки до сегмента используется мини-
мальное из средних отклонений точек сегмента 
до линий, проходящих через точку, до которой 
подсчитывается расстояние. Точка схода оцени-
вается как такая, которая минимизирует сумму 
определенных таким образом расстояний до 
сегментов класса (классы определяются с по-
мощью алгоритма RANSAC). 

Из-за проблем, описанных ранее, при коли-
честве точек схода большем чем две, этот алго-
ритм часто оценивает точки схода неправильно 

(рис. 5). При этом на изображениях с двумя точ-
ками схода ошибок практически не возникает. 

Заключение. В статье предложен новый ал-
горитм поиска точек схода. Задача поиска то-
чек схода сформулирована как задача обуче-
ния без учителя [13] и решена с помощью EM-
алгоритма [13, 15]. Предложенный метод по-
зволяет одновременно разделять выделенные 
линии на классы, отвечающие точкам схода, и 
оценивать точки схода по линиям, попавшим в 
каждый из классов. Отдельный класс равномер-
но распределенных линий введен для описания 
шумовых линий, возникающих на стадии выде-
ления линий на изображении. Предложенный 
подход может быть эффективно использован в 
случаях, когда доступна априорная информация 
о количестве и примерном расположении точек 
схода. В этом случае он работает эффективнее 
широко используемых подходов на базе алго-
ритма RANSAC [12]. 
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