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Фундаментальные и прикладные проблемы Computer Science 

УДК 681.513 

В.И. Васильев 

Обнаружение закономерностей сходства, равенства и порядка 

Показана не только возможность применения основных принципов теории редукции для решения широкого круга задач экст-
раполяции, но и идентичность решения таких задач в рамках методов, использующих эти принципы. 
A possibility of application of main principles of the reduction theory for solving a wide circle of extrapolation problems is shown. The 
identity of the solution of such problems within the framework of the methods using these principles is also shown. 
Показано не тільки можливість застосування основних принципів теорії редукції для розв’язання широкого кола задач екст-
раполяції, але й ідентичність розв’язання цих задач у межах методів, що використовують ці принципи. 
 

Введение. Теория редукции [1, 2] интенсивно 
развивалась в рамках проблемы обучения рас-
познаванию образов (ОРО). Затем оказалось, 
что ее можно с успехом распространить на 
широкий класс задач экстраполяции, таких как 
идентификация объектов, задачи косвенных 
измерений, диагностики и прогноза. 

Постановка задачи 
В каждой из перечисленных задач требуется 

отследить некоторую закономерность 
 Y = F (X), (1) 
причем сделать это можно на основании огра-
ниченного числа экспериментов (короткой вы-
борки), для удобства сведенных в таблицу, где 
X – вектор, а ),1( mixi =  – его составляющие, 
определяемые из эксперимента и характери-
зующие каждое значение скаляра jy . 

y/X x1 x2 … xm 
y1 x11 x12 … x1m 
y2 x21 x22 … x2m 
… … … … … 
yl x1l xl2 … xlm 

 

В задачах ОРО требуется обнаружить неко-
торую индикаторную функцию F, которая при-
нимала бы значение нуля  на всех объектах X, 
принадлежащих одному образу, и единицы – 
на всех X другого образа. В задачах восстанов-
ления функций и прогноза обнаруженная за-
кономерность должна выполняться для любых 
X, т.е. для любого X нужно «угадать» значение 
y. В задачах обнаружения скрытых закономер-
ностей следует ответить на вопрос: существует 

ли зависимость какого-либо столбца xj в табли-
це от всех остальных столбцов этой таблицы. 
Если она существует, то ее необходимо не 
только указать, но и восстановить, а в задачах 
идентификации «угадать» реакцию объекта на 
любое возмущение. Для упрощения задачи 
часто задаются структурой функций F. Теория 
редукции позволяет решить задачу без предва-
рительного указания такой структуры. Алго-
ритмы сами выбирают структуру восстанавли-
ваемых функций. 

Редукция в проблеме ОРО (закономер-
ность сходства) 

Рассмотрим задачу ОРО в наиболее полной 
постановке. Пусть некоторое множество V объ-
ектов X состоит из M подмножеств Vj, причем 
∩Vj = 0. Для простоты примем M = 2, тем бо-
лее, что в дальнейшем не появится причин 
увеличивать M. Существует некоторое распре-
деление P(X), но о нем ничего не известно, 
кроме того, что оно существует. Зато задана 
случайная и независимая выборка, порожден-
ная этим распределением и состоящая из A  
объектов X ∈ V = V1 ∪ V2. О каждом объекте из-
вестна его принадлежность к одному из под-
множеств )2,1( −jVj , т.е. задана выборка пар 

),( jv VX , причем V<<A . Каждый объект пред-
ставлен вектором ),...,( 1 mv xxX , составляющие 
которого определяются некоторыми свойства-
ми объектов. Требуется, используя только обу-
чающую выборку, обнаружить, а затем синте-
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зировать решающее правило, указывающее на 
принадлежность любого объекта из множества 
V с вероятностью ошибки, не превышающей ε, 
достигаемой с вероятностью (1 – η). 

Теория редукции базируется на фундамен-
тальной теореме [3]. Если из N решающих пра-
вил выбирается одно, безошибочно разделяю-
щее случайную и независимую обучающую 
выборку длиной A , то с вероятностью (1 – η) 
можно утверждать, что на новых данных веро-
ятность ошибочной классификации с помощью 
этого правила не превысит величину 

 .зlnlnе
A
−

=
N  (2) 

Заметим, что вывод теоремы не связан с 
распределением P(X), а величина N определя-
ется числом всевозможных решающих правил, с 
помощью которых можно разделить выборку 
длиной A . Эта теорема вызвала сомнение в ра-
ботоспособности обычных методов ОРО, ос-
нованных на синтезе сложных решающих пра-
вил в пространствах большой размерности. 
Все портило число N, оказавшееся очень боль-
шим. Для бинарного пространства размерно-
сти m и для самого простого, т.е. линейного 
решающего правила, справедливо неравенство 
ln N ≤ m2. Если же рассматривать более сложные 
правила, например, кусочно-линейные, то 
ln N ≤ (km)2, где k – число используемых ги-
перплоскостей. Так при m = 20, η = 0,1, k = 1 
(линейное правило) для обеспечения е 0,1≤  
потребуется выборка длиной 4000≈A . 

При всех последствиях, вытекающих из при-
веденной теоремы, в ней содержится и ключ к 
выходу из создавшегося тупика, состоящий в 
том, что приемлемых значений ε и (1 – η) можно 
достичь не только увеличением A , но и пре-
дельным сокращением размерности простран-
ства и упрощением (вплоть до линейного) ре-
шающего правила. 

Теория редукции указывает пути выбора или 
синтеза таких признаков, которые позволили 
бы в пространстве малой размерности n (n << m) 
безошибочно разделить выборку ( A ≈100) ли-
нейным решающим правилом (k = 1). Задача 

синтеза сложных решающих поверхностей в 
исходном «засоренном» пространстве огром-
ной размерности заменяется задачей синтеза 
такого пространства признаков малой размер-
ности, в котором образы легко разделяются 
плоскостью. Процедуры обучения распознава-
нию образов, основанные на теории редукции, 
объединяются общим названием – метод пре-
дельного упрощения (МПУ). Один из первых 
алгоритмов МПУ был разработан для бинар-
ных пространств [1, 4]. Более универсальная 
процедура МПУ – альфа-процедура [1, 2], дей-
ствующая в непрерывных (или смешанных) 
пространствах. Обе процедуры сами по себе 
обеспечивают только линейное разделение 
обучающей выборки. Для обеспечения задан-
ных значений ε и (1 – η) теория редукции ус-
танавливает дополнительные ограничения на 
выбираемые признаки. С этой целью исполь-
зуется теорема (2). Показано, что если органи-
зовать последовательный синтез пространства, 
в котором в конце концов наступает линейное 
разделение образов, заданных на обучающей 
выборке длины A , то величина N характеризу-
ется неравенством 
 mnN lnln 0≤ , (3) 
где m – число первичных свойств, из которых 
выбирается или формируется n0 признаков  
(n0 – размерность синтезируемого простран-
ства [4]). Поэтому используя (2) можно указать 
такую размерность синтезируемого простран-
ства n0, при которой линейное разделение слу-
чайной и независимой выборки длины A  га-
рантирует требуемые значения ε и (1 – η). 

Редукция в задачах обнаружения и вос-
становления функциональных закономер-
ностей (закономерности равенства) 

Особенность алгоритмов, основанных на те-
ории редукции, состоит в том, что любая зада-
ча экстраполяции сводится к задаче ОРО, а за-
тем решается одним из алгоритмов МПУ, что в 
конце концов приводит к решению исходной 
задачи. 

Ранее при решении задачи ОРО рассматри-
валась индикаторная функция вида (1). Пред-
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ставим себе, что (1) – непрерывная многомер-
ная функция. Пусть задана последовательность 
пар: 2211 ,..., yXyX , где vX  – вектор, vy  – скаляр, 
определяющий значения функции F. В точке, 
соответствующей Xv , требуется восстановить 
многомерную непрерывную функцию F так, 
чтобы для любого X выполнялось неравенство 
 о)( <− vv XFy . (4) 

Поставим каждому Xv в соответствие два 
значения y: 
 е1 += vv yy , е2 −= vv yy . (5) 

При этом обучающая выборка увеличится 
вдвое и образует два подмножества V1 и V2, 
одно из которых содержит элементы ),( 1vv yX , 
а другое – ),( 2vv yX . Подмножества V1 и V2 
можно рассматривать как образы. Если удастся 
безошибочно разделить эти образы, то тем са-
мым можно восстановить функцию, обеспечи-
вающую выполнение (4) для всей обучающей 
выборки. Представим теперь, что обучающая 
выборка состоит не из пар, как раньше (см. 
таблицу), а из векторов (X1, X2, …, AX ), со-
ставляющими которых являются переменные 
xi. В этом случае для каждого столбца таблицы 
можно составить функцию 1( , , , ),i mX f x x xν= …  
{ }iv xx ≠ , организовать альфа-процедуру, в ре-
зультате чего можно будет ответить на вопрос: 
существуют ли в таблице столбцы, зависящие 
от других столбцов в рамках выбранного зна-
чения ξ. Если такая зависимость существует, 
то она будет восстановлена с точностью, опре-
деляемой выбранным ξ. 

Если же соотношение (1) определяет функ-
цию одного аргумента: 
 Y = F(t), (6) 
то можно искать приближение функции y(t) в 
виде 

 
1

( ) ( )
m

i
i

y t t
=

= βϕ∑ , (7) 

где )(tiϕ  – полная система функций на интер-
вале Tt ≤≤0 . 

Пусть задана случайная и независимая вы-
борка ),( tyv . Тогда всем значениям vt  будет со-
ответствовать конкретное значение )( vty  и m 
точек )(tiϕ , каждая из которых соответствует 
номеру i-й составляющей, т.е. каждому значе-
нию )( vty  будет соответствовать m точек на 
каждой из составляющих ϕi(t) i = 1, m). Таким 
образом, можно получить аналогичную табли-
цу, в каждой строке которой будет реализация 
функции: 
 { })(),...,()( 1 vmvV ttFty ϕϕ= . (8) 

В этом случае задача приближения функции 
(7) преобразуется в задачу восстановления 
многомерной функции (8). При этом безоши-
бочное разделение образов, порожденных под-
становкой (5), равносильно построению при-
ближения (7), не отличающегося от функции 
(6) больше чем на (±ξ). В качестве )(1 vtϕ  могут 
рассматриваться производные от функции y(t), 
и тогда задача преобразуется в задачу иденти-
фикации динамического объекта, т.е. в задачу 
восстановления дифференциального уравне-
ния, одним из порождений которого является 
функция (6) [5]. 

Редукция в задачах интерпретации раз-
мытых понятий (закономерности порядка) 

Пусть функция принадлежности к какому-
либо понятию представима соотношением (1), 
где F – непрерывная или индикаторная функ-
ция; X – скаляр или вектор, составляющие ко-
торого являются числовыми характеристиками 
элементов, определяющих понятие; y – функ-
ция принадлежности, принимающая значения 
из множества действительных чисел. Для ин-
терпретации понятия достаточно определить 
составляющие вектора X и восстановить функ-
цию F. В случае если функция F индикатор-
ная, то задача легко сводится к задаче ОРО, 
решаемой в рамках теории редукции, т.е. син-
тезируется пространство, в котором понятия 
становятся линейно разделимыми. Если же F – 
непрерывная функция, то функцию принад-
лежности можно восстановить следующим об-
разом [1]: пусть наблюдаются A  объектов, 



6 УСиМ, 2009, № 3 

описываемых лингвистическими переменными 
),...,,( 21 AyyyY = , на которых установлен неко-

торый порядок, например << 21 yy  Ay< . Зада-
на обучающая последовательность, состоящая 
из A  объектов, каждый из которых описывается 
вектором X(x1, x2, … , xm), где xi – измеряемые 
свойства объектов. 

Таким образом, существуют два множества 
Ayyy ,...,, 21  и mxxx ,...,, 21 . На основе этих дан-

ных требуется установить на множестве X по-
рядок, существующий на множестве Y. Ис-
пользуя для этого принципы редукции, т.е. из 
m измеряемых свойств объектов выбираются 
такие n < m свойства, в пространстве которых 
на множестве X можно установить порядок, 
существующий на множестве Y, установлен-
ными лингвистическими переменными y. Та-
ким образом, необходимо обнаружить законо-
мерность, порождающую порядок на множест-
ве Y. При этом будут решены две задачи: об-
наружен порядок на множестве X, порождае-
мый порядком Y и появится возможность ука-
зать свойства объектов xi, определяющие, на-
пример, различие между понятиями «краси-
вый» и «уродливый». 

Итак, задача заключается в создании пространства 
свойств объектов размерности n < m, в котором может 
быть построена функция принадлежности ρ = F(x), опре-
деляющая место каждого xi в порядке X такое же, какое 
занимает объект с соответствующим индексом в поряд-
ке Y. 

Мерой упорядоченности множества X относительно 
множества Y в [1] предлагается считать величину R(x) = 
= w/ A , названную упорядочивающей силой свойств x. 
Здесь w число элементов множества X, место которых в 
наборе совпадает с номером его в наборе Y. При R(x) = 1 
порядок на множестве X совпадает с порядком на мно-
жестве Y, а при R(x) = 0 – противоположен порядку на 
множестве Y. 

Пусть объект X0 – эталон понятия P, в качестве кото-
рого может быть выбрано начало координат. Для каж-
дого свойства xi обучающей выборки вычисляется рас-
стояние от объекта X0 до всех остальных объектов. Эти 
расстояния могут выполнять роль функции ρ при уста-
новлении порядка на объектах X. Вычисляется значение 
R (xi) упорядочивающей силы свойств. В качестве пер-
вой координаты пространства признаков x1 выбира-ется 
свойство xi, упорядочивающая сила которого удовлетво-

ряет соотношению R ( xi) ≥ 1 /n0. Затем выбирается новое 
свойство xi+1, и в пространстве, определяемом призна-
ком x1 и свойством xi+1, опять формируется вектор рас-
стояний от объекта X0 до всех остальных объектов и 
вычисляется значение R (x1, xi) упорядочивающей силы 
пары x1, xi. Если упорядочивающая сила пары x1, xi удов-
летворяет соотношению R (x1,  xi) ≥ 2 /n0, то свойство xi+1 
объявляется признаком понятия P и выбирается в каче-
стве второй координаты x2 пространства признаков. 

Однако если R (x1, …, xi) ≥ i /n0, то в пространстве раз-
мерности n ≤ n0 произойдет полное совпадение порядка 
объектов обучающей выборки относительно эталонного 
объекта x0. Здесь R (x1, …, xi) – упорядочивающая сила 
набора, состоящая из x1, …, xi признаков. 

Если выбирать n0 исходя из соотношения 0
ln

ln
n

m
ε + η

≤
A

 с 

надежностью 1 – η можно гарантировать, что вероят-
ность неправильного указания степени принадлежности 
нового объекта (не принадлежавшего обучающей после-
довательности) не превысит ε. 

Заключение. Итак, содержание статьи раскрывает 
предположение о том, что основные принципы теории 
редукции могут быть использованы для решения задач, 
лежащих за пределами проблемы обучения распознава-
нию образов, и показывает не только возможность при-
менения этих принципов для решения широкого круга 
задач экстраполяции, но и идентичность их решения в 
рамках методов, использующих эти принципы. Следова-
тельно, задачи ОРО и задачи восстановления функций 
(обнаружения закономерностей равенства) могут решаться 
практически одинаковыми алгоритмами, что позволяет 
использовать единый подход как в формулировании задач, 
так и в процессе их решения. 
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